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1. Sean X e Y espacios de Banach y sea A : D(A) ⊆ X → Y lineal tal que
D(A) = X. Con el objeto de definir el operador adjunto A′ : D(A′) ⊆ Y ′ → X ′,
se introduce el subespacio de Y ′ dado por

D(A′) :=
{
G ∈ Y ′ : existe c > 0 tal que |G(A(x))| ≤ c ‖x‖ ∀x ∈ D(A)

}
.

a) Dado G ∈ D(A′), defina el funcional f : D(A) → R por f(x) := G(A(x))
∀x ∈ D(A), y demuestre que existe un único F ∈ X ′ tal que F |D(A) = f .

b) De acuerdo al análisis en a), defina A′ : D(A′) ⊆ Y ′ → X ′ por A′(G) := F
∀G ∈ D(A′), y pruebe que A′ es lineal y cerrado.

c) Suponga ahora que A es cerrado, en cuyo caso se sabe que N(A) = oR(A′),
y demuestre que si X es reflexivo entonces N(A)o = R(A′).

2. a) Sean X, Y espacios de Banach y suponga que existe un operador T ∈
L (X, Y ) biyectivo. Demuestre que X es reflexivo (separable) si y sólo si Y
es reflexivo (separable).

b) Sean X, Y espacios de Banach separables (reflexivos). Demuestre que el
espacio producto X × Y también es separable (reflexivo).

c) Dado un abierto Ω de Rn, considere el espacio de Hilbert (H(div; Ω), 〈·, ·〉),
donde

H(div; Ω) :=
{

τ ∈ [L2(Ω)]n : div τ ∈ L2(Ω)
}
,

y

〈σ, τ 〉 :=

∫
Ω

{
σ · τ + div σ div τ

}
∀σ, τ ∈ H(div; Ω) .

Asuma que L2(Ω) es separable y demuestre que H(div; Ω) también lo es.

3. Sean X un Hilbert complejo y A : D(A) ⊆ X → X un operador lineal tal que
D(A) es denso en X. Pruebe que{

λ : λ ∈ σr(A)
}
⊆ σp(A

∗) .

En particular, considere el espacio X := L2(Ω), con Ω := ]0, 1[, y demuestre que
σr(A) = ∅, donde A : X → X está definido por

(Au)(t) :=

∫ 1

0

(t2 s + s2 t)u(s) ds ∀ t ∈ Ω , ∀u ∈ X .
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4. Sean X, Y espacios de Banach y sea T ∈ L(X, Y ). Se dice que T es débilmente
compacto si para toda sucesión acotada {xn }n∈N de X existe una subsucesión

{x(1)
n }n∈N tal que {Tx(1)

n }n∈N converge débilmente en Y . Pruebe que si X o Y
es reflexivo, entonces todo operador T ∈ L(X, Y ) es débilmente compacto.

5. Sea H un Hilbert sobre C. Se dice que A ∈ L(H,H) es un operador normal si
A∗A = AA∗. Pruebe en este caso que:

a) λ ∈ σp(A) si y sólo si λ̄ ∈ σp(A∗). Concluya además que

Eλ(A) := N(A− λI) = Eλ̄(A
∗) := N(A∗ − λ̄I) .

b) Si λ, µ ∈ σp(A), λ 6= µ, entonces Eλ(A) ⊥ Eµ(A∗).
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