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1. Sea (X, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert sobre R con aplicación de Riesz R : X ′ → X.

a) Demuestre que para todo subconjunto M de X se tiene que

R−1(M⊥) =
{

F ∈ X ′ : F (x) = 0 ∀x ∈ S
}

,

donde S es el subespacio cerrado generado por M .

b) Defina [ ·, · ] : X ′ ×X ′ → R por

[F, G] := 〈R(F ),R(G)〉 ∀F, G ∈ X ′ ,

y pruebe que (X ′, [ ·, · ]) es un espacio de Hilbert.

2. Sea X un espacio vectorial normado sobre R y denote por X ′′ al dual del dual
X ′, es decir

X ′′ :=
{
F : X ′ → R : F es lineal y acotado

}
.

Demuestre que para cada x ∈ X el funcional J(x) : X ′ → R definido por
J(x)(F ) := F (x) ∀F ∈ X ′ es un elemento de X ′′, y que la aplicación re-
sultante J : X → X ′′ es inyectiva e isométrica. Además, utilice lo estipulado en
el Problema 1 b) para probar que si X es un Hilbert entonces J es biyectiva.

3. Considere la partición uniforme 0 = x0 < x1 = 1 < x2 = 2 < x3 = 3 del dominio
Ω := ]0, 3[, y defina el subespacio de H1

0 (Ω) dado por

S :=
{

v ∈ C(Ω) : v(0) = v(3) = 0 y v |[xj−1,xj ] es una recta ∀ j ∈ {1, 2, 3}
}

.

a) Demuestre que {e1, e2} es una base de S, donde ej es el único elemento de
S tal que ej(xi) = δij para todo i, j ∈ {1, 2}.

b) Defina expĺıcitamente el proyector ortogonal P : H1
0 (Ω) → S⊥ con respecto

al producto escalar 〈v, w〉 :=
∫

Ω
v′ w′ ∀ v, w ∈ H1

0 (Ω).

4. Sea S un subespacio vectorial de un espacio vectorial normado X tal que S 6= X.
Demuestre (de dos maneras distintas) que existe F ∈ X ′ tal que ‖F‖ 6= 0 y
F (x) = 0 ∀x ∈ S.
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5. Sea Ω un abierto acotado de Rn, y sea κ : Ω → R una función continua para la
cual existen constantes M, β > 0, tales que β ≤ κ(x) ≤ M para todo x ∈ Ω.
Demuestre, utilizando algún resultado de dualidad, que para todo f ∈ L2(Ω)
existe un único u ∈ H1(Ω) tal que∫

Ω

{
κ∇u · ∇v +

1

κ
u v

}
=

∫
Ω

f v ∀ v ∈ H1(Ω) ,

y

‖u‖H1(Ω) ≤

{
M

min
{
β, 1

M

}}1/2

‖f‖L2(Ω) .

cada problema vale 1.5 puntos. elija 4 de ellos
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