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1. (1.5 PuNTos) Dados f € L*(Q) y g € H Y/*(T'), donde 2 es un dominio poli-
gonal de R? con frontera I y vector normal v, el esquema de Galerkin para la
formulacién mixta del problema de Poisson respectivo con condiciones de con-
torno de Neumann, se reduce a: Hallar (o, (us, &,)) € Hj, x (QF x Q%) tal que

/O'h'Th+/uhdiV7'h+<Th'V,§h>r = 0,
Q Q (1)
/vhdivah+<ah-u,)\h>p = —/fvh—i-(g,/\h)r,
Q Q

para todo (7h, (v, \n)) € Hy x (Q¥ x @5), donde (-, -)p es la paridad dual en-
tre H-Y2(I') y HY2(T'), y Hy, Q% y Q5 son subespacios de elementos finitos de
H(div;Q), L3(Q) y HY2(T'), respectivamente. En particular, dada una triangu-

larizacién T;, de Q y un entero k > 0, defina

Hy — {rh € H(div;Q) :  Talx € RTW(K) VK € Th},
Qu = {vh €L2(Q): ik € Pu(K) VKeTh},

@hlz {Th'V|FI ThEHh},

y suponga que existe una constante ¢ > 0, independiente de h, y un opera-
dor lineal ,Ch Py — Hh, tales que Hﬁh((bh)Hdiv;Q < 5"¢h|’_1/27r V(bh S (I)h,
divﬁh(gbh) S PO(Q) ngh e o, y Lh(gbh) -V = gbh en [ ngh € ®,. Pruebe

en tal caso que las siguientes hipdtesis (H.1) y (H.2) son equivalentes:

(H.1) existe 3 > 0 tal que

¢h7>\h Y
sup A& Anlr > Bl Anlhzr Y€ Q).
ey |l énll-1/2,0

h

(H.2) existe 8 > 0 tal que

Th U, A ~
Sub (v e > Bl Anllj2r Y € Q5.
T peHp\{0} HTthiV;Q
div T, Py (Q)
Demuestre luego que si se cumple (H.1) o (H.2) entonces (1) verifica las hipétesis

del Teorema de Babuska-Brezzi discreto.



2. (1.5 PunTos) Establezca fundadamente la veracidad o no de las siguientes afir-

maciones:

i) En una formulacién mixta tipica con formas bilineales a y b, la elipticidad
de a en el kernel de b implica la condicién inf-sup de a en el kernel de b.

ii) El Teorema de Babuska-Brezzi discreto es consecuencia sélo del respectivo

Teorema de Babuska-Brezzi continuo.

iii) En una formulacién mixta tipica con formas bilineales a y b, las condiciones
inf-sup continua y discreta de b son equivalentes cuando los espacios involu-

crados son todos de dimensién finita.

3. (1.5 PunNTOS) Sean (X, (-,-)x), (Y1,(-,)1) e (Y2, (-,)2), espacios de Hilbert, y
considere el espacio Y = Y] x Y5 provisto del producto escalar

<Z’y>Y = (217y1>1 + <227y2>2 Vz:i= (21722)7 Y= (yl,?h) ey.

Entonces, dados B; € L(X,Y;), j € {1,2}, defina el operador B € L(X,Y) por
B(z) := (Bi(z), Ba(x)) Va € X. Demuestre que B es sobreyectivo si y sélo si:

i) B; y By son sobreyectivos.

i) X = N(B) + N(By).

Escriba la equivalencia anterior en términos de las formas bilineales acotadas b,
b1 y by inducidas por los operadores B, By y By, respectivamente.

4. (1.5 PunTOS) Sea  un dominio anular de R? con fronteras interior y exterior,
ambas Lipschitz continuas, dadas por X y I', respectivamente, y considere datos
fc[L*N)?yge [H*I))? El PROBLEMA DE STOKES con condiciones de
contorno mixtas consiste en hallar la velocidad u := (uy,us)* y la presion p de

un fluido que ocupa la region 2, tal que

—puAu+Vp = f en
divau = 0 en

pVa-n —pn = g en
u =0 en

(2)

donde p > 0 es la viscosidad del fluido y n es el vector normal a I'. Introduzca
las incognitas auxiliares ¢ :== —uen 'y o := pVu — plen (2, donde I es
la matriz identidad en R?*2, luego elimine p, y finalmente aplique la Teorfa de
Babuska -Brezzi para analizar la solubilidad de la formulacién variacional mixta

resultante.
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