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1. Sean X e Y espacios de Hilbert sobre R y sea T' € L(X,Y) para el cual existe
una constante a > 0 tal que

IT@)+ T @) > adist((2,9), N(T) x N(T)) V(g eXxY. (1)

a) Defina el operador lineal A: X XY — Y x X por A(z,y) = (T'(z),T*(y))
V(z,y) € X XY,y demuestre que su adjunto A*: Y x X — X X Y estd
dado por A*(y,x) = (T*(y),T(z)) V(y,z) € Y x X.

b) Pruebe que para cada (z,y) € X x Y existe un tnico (z,y) € R(T*) x R(T)
tal que T'(x) = T(z), T"(y) = T"(y), ¥

(2, y) = (z,w)]-

H (xa y) H = (Z’w)G]\I[I(l’ll"]).’lXN(T*)

¢) Qué se concluirfa en el caso en que, en vez de (1), se tiene que
1T@)| + [T W = elllz, )l V(z,y) € X xY?

d) Qué se concluirfa en a) si se redefine A como A: X XY — X xY con
A(z,y) == (T*(y), T(x)) V(z,y) € X xY 7

2. Sean XY y Z espacios vectoriales normados y sean {4, }.en, {A} C L(Y,Z)
tales que {4, },en converge puntualmente a A, esto es

An(y) =3 Aly)  VyeY.

a) Suponga que existe M > 0 tal que |4,| < M Vn € N, y razone por
contradiccion para demostrar que

A, K — AK||™=3 0 VKe K(X,Y).

b) En vez del supuesto en a) suponga ahora que Y es Banach. Aplique entonces
el TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS y obtenga la misma conclusién de a).

c¢) Sean {B,}nen, {B} C L(X,Y) tales que B.(G) =3 B'(G) VG € Y
Use el hecho que el adjunto de un operador compacto tambien es compacto
para demostrar que

|IKB, - KB|™=3 0 VK e K(Y,Z2).



3. Sean H y @ espacios de Hilbert reales, yseana: H xH - R y b: Hx(Q — R
formas bilineales que verifican las hipotesis del Teorema de BABUSKA-BREZZI
CONTINUO.

a) Considere el operador T': H x Q — (H x Q) = H' x Q' que a cada
(C,w) € H x Q le asigna T((,w) = (Fruw,G¢), donde Fr,, - H - Ry
G¢ : @ — R son los funcionales definidos por

Few(T) == a((,7) + b(T,w) VTeH y G¢v) :=0b(v) YveQ.

Demuestre que T esté bien definido, y luego aplique el TEOREMA DE LA
INVERSA ACOTADA para deducir la existencia de una constante C' > 0 tal
que, para todo ((,w) € H X @ se tiene

C ¢, w)lrxo < sup la(C,7) + b(r,w) + b(C,v)| |

(r0)EHXQ H(ﬂ U)”HXQ
(7,0)#(0,0)

(2)

b) Dados F' € H' y G € ', denote por (o,u) € H x @ a la unica solucién de

a(o,7) + b(r,u) = F(r) Vr€eH,

b(o,v) = G) VYveQ, ®)

y sea (op,up) € Hp x Qp una solucién de Galerkin asociada, donde Hj y
@n son subespacios de dimensién finita de H y (), respectivamente, que
satisfacen las hipodtesis del Teorema de Babuska-Brezzi discreto. Aplique
entonces lo obtenido en a), y deduzca la estimacion de error a posteriori

I(o.w) = nsu)llixe < e {IRullar + Siller}
donde ¢ > 0 es independiente de h, y R, € H' vy S, € Q' estan dados por

Ru(1) := F(1) —a(op, 7) = b(r,up) V7 € H,
Sp(v) == G(v) — b(op,v) Vv e Q.

4. Sean X e Y espacios de Hilbert sobre R y sea T' € L(X,Y) para el cual existe
una constante o > 0 tal que [|T(z)|| > «a||z| Vz € X. Pruebe que para cada

y € Y existe un tnico y € R(T') tal que T*(y) = T*(y) v ||yl = %%n : ly—z|| .
zeN(T™
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