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1. Considere la particion uniforme 0 = 2o < 1 =1 < 29 = 2 < 3 = 3 del dominio
Q :=10,3[, y defina el subespacio de L*(€2) dado por

S = {v cL*(): v llz;_12;) ©s constante Vj € {1,2,3} }

a) Demuestre que {e, €2, €3} es una base de S, donde e; es el tnico elemento
de S tal que €jlj, , ., = 0;; para todo 7, j € {1,2,3}.

b) Defina los proyectores ortogonales P : L?(Q2) — S y Q : L*(Q) — S+ con
respecto al producto escalar (v, w) := fﬂwi Vo, w € L*Q).

2. Sea {2 un abierto acotado de R", y sea k : { — R una funcién continua para la
cual existen constantes M, § > 0, tales que 8 < k(x) < M para todo x € €.
Demuestre, utilizando el LEMA DE LAX-MILGRAM, que para todo f € L*(Q) y
para toda constante § € (0, min {2 G, nLM}), existe un tinico u € H'(Q) tal que
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3. Determine, justificadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas:

i) El adjunto de todo operador lineal, acotado e inyectivo de un Hilbert X en
un Hilbert Y es sobreyectivo.

ii) Dados H y @ espacios de Hilbert se tiene que A € L(H, Q) es biyectivo si
y sblo si A* € L(Q, H) es biyectivo.

iii) Existen operadores acotados que no son compactos.

iv) Dados X e Y espacios de Hilbert, X de dimensién finita, el rango de todo
operador A € L(X,Y) es cerrado.

v) Existen operadores cerrados que no son acotados.



4. Sea Q :=]0, 1], considere los espacios de Hilbert reales dados por X = L*(Q) e
Y = 6(R) = {A = {agtren :  ar € R, Z lar]* < oo }, provistos de los
k=1

productos escalares usuales

1
(u,v)x = / uv Vu,v € X,
0

(A,B)y =Y apby VA := {a}hren, B = {bhren € Y,
s

y defina el operador A : X — Y por

1
Au) = l/ x*u Vu e X.
kJo keN

i) Demuestre que A esta bien definido y es lineal y acotado, y luego calcule el
operador adjunto A* y los espacios N(A) y R(A*).

ii) Encuentre un subespacio cerrado S de X tal que Alg : S — R(A) sea
biyectivo.

iii) Demuestre que A es compacto.

5. Enuncie el TEOREMA DE BABUSKA-BREZZI y demuestre que sus hipdtesis son
también necesarias.

6. Sea X un espacio vectorial normado de dimensién INFINITA y sea K € K (X, X)
un operador inyectivo. Demuestre que K~ ! ¢ L£(X, X).

CADA PROBLEMA VALE 1.5 PUNTOS. ELIJA 4 DE ELLOS.
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